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ABSTRACT 

In this research, we study some properties of matrix multiplication and semi-magic squares. 
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บทคดัย่อ 

งานวจิยันี้เราศกึษาสมบตับิางประการของการคณูเมทรกิซแ์ละกึง่จตุัรสักล    
 

คาํสาํคญั : การคณูเมทรกิซ ์กึง่จตุัรสักล 

  

คาํนํา 

เมทรกิซ์เป็นเรือ่งหนึ่งของพชีคณิตเชงิเสน้

ซึ่งสามารถนําไปประยุกต์ใช้ได้มากมาย เช่น การ

แกร้ะบบสมการเชงิเสน้หลายตวัแปร การวเิคราะห์

เชิงพีชคณิตและเรขาคณิต ใช้ในสาขาฟิสกิส์ เคม ี

วศิวกรรม สถติ ิทฤษฎกีราฟ ทฤษฎคีวามน่าจะเป็น 

เศรษฐศาสตร ์สงัคมศาสตร ์และคอมพวิเตอร ์ เป็น

ตน้  (Leon, 2006) 

 

ในงานวิจัยนี้ จะกล่าวถึงความสัมพันธ์

ระหว่างผลรวมของสมาชกิของเมทรกิซ์กบัการคูณ

เมทรกิซ์ ซึ่งผลที่ได้สามารถนําไปใช้ในการพิสูจน์

ความสมัพันธ์ระหว่างผลรวมของสมาชิกของเมท

รกิซก์บัดเีทอรม์แินนตแ์ละสมบตับิางประการของกึง่

จตุัรสักล    

 

วิธีดาํเนินการวิจยั 

กอ่นทีจ่ะกล่าวถงึสมบตับิางประการของการคณูเมทรกิซ ์ผูเ้ขยีนขอกล่าวถงึบทนิยามของการคณู 

เมทรกิซแ์ละจตุัรสักลกอ่น  ดงันี้ 

บทนิยาม 1 ถา้   ij m×p
A = a และ   ij p×n

B = b  แลว้   ij m×n
AB = c   

เมือ่ ij i1 1j i2 2j ip pjc = a b +a b +...+ a b  สาํหรบัทกุ ๆ ∈i {1,2,3,...,m}  และ ∈j {1,2,3,...,n}   

นัน่คอื 

 

      
1 โรงเรยีนบา้นไร่พทิยาคม  อําเภอศรสีาํโรง  จงัหวดัสุโขทยั  64120 
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1j j1 1j j2 1j jn
j=1 j=1 j=1

11 12 1p 11 12 1n p p p

2j j1 2j j2 2j jn21 22 2p 21 22 2n
j=1 j=1 j=1

p1 p2 pn p p pm1 m2 mp

mj j1 mj j2 mj jn
j=1 j=1 j=1

a b a b … a b

a a … a b b … b

a b a b … a ba a … a b b … b
=

b b … ba a … a

a b a b … a b


 
 
 
 
 
 
 
 

  เมือ่  ∑
p

ij ipi1 i2jk 1k 2k pk
j=1

a b = a b +a b +...+ a b    (Anton, 2005) 

ในทีน่ี้จะเรยีกเมทรกิซ ์A  เมทรกิซ ์B และเมทรกิซ ์AB  ว่า เมทริกซต์วัตัง้ (matrix multiplicand)  

เมทริกซต์วัคณู (matrix multiplier)  และเมทริกซผ์ลคณู (matrix product)  ตามลาํดบั  

 

บทนิยาม 2 กึง่จตุัรสักล (semi-magic square) คอื เมทรกิซจ์ตุัรสัทีม่ผีลรวมของจาํนวนในแต่ละแถว และ

แต่ละหลกัมคีา่เทา่กบัคา่คงตวัคา่หนึ่ง (Beck et al., 2003) 

 

บทนิยาม 3 จตุัรสักล (magic square)  คอื กึง่จตุัรสักลทีผ่ลรวมของจาํนวนในแต่ละแนวทแยงมมุมคีา่

เทา่กบัผลรวมของจาํนวนในแต่ละแถวและแต่ละหลกัดว้ย  (Beck et al., 2003) 

 

ผลการวิจยัหลกั 

ทฤษฎีบท 4 ให ้   ij m×p
A = a ,   ij p×n

B = b  และ C = AB ถา้ ∑
m

ij
i=1

a = k  สาํหรบัทกุ ๆ ∈j {1,2,3,...,p}   

แลว้  ∑ ∑
pm

ij ij
i=1 i=1

c = k b   สาํหรบัทกุ ๆ ∈j {1,2,3,...,n}    

พิสจูน์ กาํหนดให ้ ∑
m

ij
i=1

a = k  สาํหรบัทกุ ๆ ∈j {1,2,3,...,p}  

จะไดว้่า  11 21 m1 11 11 11 21 m1 12 12(a + a +... + a )b  =  kb , (a + a +...+ a )b  =  kb ,...,  

 


11 21 m1 1n 1n

12 22 m2 21 21 12 22 m2 22 22

12 22 m2 2n 2n

mp mp1p 2p p1 p1 1p 2p p2 p2

m1p 2p

(a + a +... + a )b  =  kb   

(a + a +... + a )b  =  kb , (a + a +...+ a )b  =  kb ,...,

(a + a +... + a )b  =  kb

(a +a +...+ a )b  =  kb , (a + a +...+ a )b  =  kb ,...,

(a + a +... + a p pn pn)b  =  kb

 

และจะไดว้่า 
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∑

∑



p
 mp11 21 m1 11 12 22 m2 21 1p 2p p1 i1

i=1
p

mp21 m1 12 12 22 m2 22 1p 2p p2 i211 i=1

11 21 m1 1n 12 22 m2

(a +a +...+ a )b  +(a +a +...+ a )b  +... +(a + a +... + a )b = k b

(a +a +...+ a )b  +(a +a +...+ a )b  +... +(a + a +... + a )b  = k b

(a +a +...+ a )b  +(a +a +...+ a ) ∑
p

mp pn2n 1p 2p in
i=1

b  +... +(a + a +...+ a )b  = k b

จดักลุ่มใหมจ่ะไดว้่า 

∑

∑



11 11 12 21 1p p1 21 11 22 21 2p p1
p

mpm1 11 m2 21 p1 i1
i=1

11 12 12 22 1p p2 21 12 22 22 2p p2
p

mpm1 12 m2 22 p2 i2
i=1

1

(a b +a b +...+ a b ) +(a b +a b +...+ a b ) +... +

(a b +a b +...+ a b ) = k b

(a b +a b +...+ a b ) +(a b +a b +...+ a b ) +... +

(a b +a b +...+ a b ) = k b

(a

∑

pn pn1 1n 12 2n 1p 21 1n 22 2n 2p
p

mp pnm1 1n m2 2n in
i=1

b +a b +...+ a b ) +(a b +a b +...+ a b ) +... +

(a b +a b +...+ a b ) = k b

 

นัน่คอื  ∑ ∑
pm

ij ij
i=1 i=1

c = k b  สาํหรบัทกุ ๆ ∈j {1,2,3,...,n}               

ทฤษฎีบท 5 ให ้   ij m×p
A = a ,   ij p×n

B = b  และ C = AB  ถา้ ∑
n

ij
j=1

b = k  สาํหรบัทกุ ๆ ∈i {1,2,3,...,p}   

แลว้ ∑ ∑
pn

ij ij
j=1 j=1

c = k a  สาํหรบัทกุ ๆ ∈i {1,2,3,...,m}    

พิสจูน์ กาํหนดให ้ ∑
n

ij
j=1

b = k  สาํหรบัทกุ ๆ ∈i {1,2,3,...,p}  

จะไดว้่า 11 11 12 1n 11 21 11 12 1n 21a (b +b +...+b ) =  ka , a (b +b +...+b ) =  ka ,...,  



m1 11 12 1n m1

12 21 22 2n 12 22 21 22 2n 22

m2 21 22 2n m2

pn pn1p p1 p2 1p 2p p1 p2 2p

mp pp1 p2

a (b +b +...+b ) =  ka

a (b +b +...+b ) =  ka , a (b +b +...+b ) =  ka ,...,

a (b +b +...+b ) =  ka

a (b +b +...+b ) =  ka ,a (b +b +...+b ) =  ka ,...,

a (b +b +...+b n mp) =  ka

 

และจะไดว้่า 
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∑

∑



11 11 12 1n 12 21 22 2n
p

pn1p p1 p2 1j
j=1

21 11 12 1n 22 21 22 2n
p

pn2p p1 p2 2j
j=1

m1 11 12 1n m2 21 22

a (b +b +...+b ) + a (b +b +...+b ) +... +

a (b +b +...+b ) =  k a

a (b +b +...+b ) + a (b +b +...+b ) +... +

a (b +b +...+b ) =  k a

a (b +b +...+b ) + a (b +b +...

∑

2n
p

mp pnp1 p2 mj
j=1

+b ) +... +

a (b +b +...+b ) =  k a

 

จดักลุ่มใหมจ่ะไดว้่า 

∑

∑



11 11 12 21 1p p1 11 12 12 22 1p p2
p

pn11 1n 12 2n 1p 1j
j=1

21 11 22 21 2p p1 21 12 22 22 2p p2
p

pn21 1n 22 2n 2p 2j
j=1

m1

(a b +a b +...+ a b ) +(a b +a b +...+ a b ) +... +

(a b +a b +...+ a b ) = k a

(a b +a b +...+ a b ) +(a b +a b +...+ a b ) +... +

(a b +a b +...+ a b ) = k a

(a b

∑

mp mp11 m2 21 p1 m1 12 m2 22 p2
p

mp pnm1 1n m2 2n mj
j=1

+ a b +... + a b ) +(a b +a b +...+ a b ) +... +

(a b +a b +...+ a b ) = k a

 

นัน่คอื  ∑ ∑
pn

ij ij
j=1 j=1

c = k a  สาํหรบัทกุ ๆ ∈i {1,2,3,...,m}            

ทฤษฎีบท 6 ให ้   ij m×p
A = a ,   ij p×n

B = b  และ C = AB  เมือ่ ∈ij ija ,b I   ถา้ ≠∑ ∑
m m

ij ik
i=1 i=1

a a   

สาํหรบับาง ∈j, k {1,2,3,...,p}  แลว้ตวัหารรว่มของ  ∑ ∑ ∑
m m m

i1 i2 ip
i=1 i=1 i=1

a , a  , ... , a  จะหาร ∑
m

ij
i=1

c  ลงตวั  

สาํหรบัทกุ ๆ ∈j {1,2,3,...,n}   

พิสจูน์ ใหต้วัหารรว่มของ ∑ ∑ ∑
m m m

i1 i2 ip
i=1 i=1 i=1

a , a  , ... , a  เทา่กบั k 

โดยบทนิยามของตวัหารรว่มจะไดว้่า  

mp11 21 m1 12 22 m2 1p 2pk (a +a +...+ a ) ,k (a + a +...+ a ) ,...,k (a + a +... + a )   

และจะไดว้่า 



mp11 21 m1 11 12 22 m2 21 1p 2p p1

mp11 21 m1 12 12 22 m2 22 1p 2p p2

11 21 m1 1n 12 22 m2 2n 1p 2p

k (a + a +...+ a )b ,k (a + a +...+ a )b ,... ,k (a + a +...+ a )b

k (a +a +...+ a )b ,k (a + a +...+ a )b ,... ,k (a + a +...+ a )b

k (a +a +...+ a )b ,k (a + a +...+ a )b ,... ,k (a + a + mp pn... + a )b

 

 ทาํใหไ้ดว้่า 



 วารสารวทิยาศาสตรแ์ละเทคโนโลย ีมหาวทิยาลยัเกษตรศาสตร ์ปีที ่4 ฉบบัที ่1 2558  27 



mp11 21 m1 11 12 22 m2 21 1p 2p p1

mp11 21 m1 12 12 22 m2 22 1p 2p p2

11 21 m1 1n 12 22 m2 2n 1p 2p

k [(a + a +... + a )b +(a +a +...+ a )b +... +(a + a +... + a )b ]

k [(a + a +... + a )b +(a +a +...+ a )b +... +(a + a +... + a )b ]

k [(a + a +...+ a )b +(a +a +...+ a )b +... +(a + a +... + mp pna )b ]

 

จดักลุ่มใหมจ่ะไดว้่า    



11 11 12 21 1p p1 21 11 22 21 2p p1

mpm1 11 m2 21 p1

11 12 12 22 1p p2 21 12 22 22 2p p2

mpm1 12 m2 22 p2

11 1n 12 2n

k [(a b +a b +...+ a b ) +(a b +a b +...+ a b ) +... +

   (a b +a b +...+ a b )]

k [(a b +a b +...+ a b ) +(a b +a b +...+ a b ) +... +

   (a b +a b +...+ a b )]

k [(a b +a b +.. pn pn1p 21 1n 22 2n 2p

mp pnm1 1n m2 2n

.+ a b ) +(a b +a b +...+ a b ) +... +

   (a b +a b +...+ a b )]

   

นัน่คอื   ∑ ∑ ∑
m m m

i1 i2 in
i=1 i=1 i=1

k c , k c , ... , k c            

ทฤษฎีบท 7 ให ้   ij m×p
A = a ,   ij p×n

B = b  และ C = AB  เมือ่ ∈ij ija ,b I   ถา้ ≠∑ ∑
n n

ij kj
j=1 j=1

b b   สาํหรบั

บาง ∈i, k {1,2,3,...,p}  แลว้ตวัหารรว่มของ ∑ ∑ ∑
n n n

1j 2j pj
j=1 j=1 j=1

b , b , ... , b  จะหาร  ∑
n

ij
j=1

c  ลงตวั   

สาํหรบัทกุ ๆ ∈i {1,2,3,...,m}  

พิสจูน์ ใหต้วัหารรว่มของ  ∑ ∑ ∑
n n n

1j 2j pj
j=1 j=1 j=1

b , b , ... , b  เทา่กบั k 

โดยบทนิยามของตวัหารรว่มจะไดว้่า  

pn11 12 1n 21 22 2n p1 p2k (b +b +...+b ) ,k (b +b +... +b ) ,...,k (b +b +... +b )   

และจะไดว้่า 



pn11 11 12 1n 12 21 22 2n 1p p1 p2

pn21 11 12 1n 22 21 22 2n 2p p1 p2

mpm1 11 12 1n m2 21 22 2n p1

k a (b +b +...+b ) ,k a (b +b +...+b ) ,... ,k a (b +b +...+b )

k a (b +b +...+b ) ,k a (b +b +...+b ) ,... ,k a (b +b +...+b )

k a (b +b +...+b ) ,k a (b +b +...+b ) ,... ,k a (b +b pnp2 +... +b )

  

ทาํใหไ้ดว้่า 



pn11 11 12 1n 12 21 22 2n 1p p1 p2

pn21 11 12 1n 22 21 22 2n 2p p1 p2

mpm1 11 12 1n m2 21 22 2n p1 p

k [a (b +b +...+b ) + a (b +b +...+b ) +... + a (b +b +...+b )]

k [a (b +b +... +b ) + a (b +b +...+b ) +... + a (b +b +...+b )]

k [a (b +b +... +b ) + a (b +b +...+b ) +... + a (b +b pn2 +... +b )]

 

จดักลุ่มใหมจ่ะไดว้่า      
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

11 11 12 21 1p p1 11 12 12 22 1p p2

pn11 1n 12 2n 1p

21 11 22 21 2p p1 21 12 22 22 2p p2

pn21 1n 22 2n 2p

m1 11 m2 21

k [(a b +a b +...+ a b ) +(a b +a b +...+ a b ) +... +

   (a b +a b +...+ a b )]

k [(a b +a b +...+ a b ) +(a b +a b +...+ a b ) +... +

   (a b +a b +...+ a b )]

k [(a b +a b +.. mp mpp1 m1 12 m2 22 p2

mp pnm1 1n m2 2n

.+ a b ) +(a b +a b +...+ a b ) +... +

   (a b +a b +...+ a b )]

  

นัน่คอื   ∑ ∑ ∑
n n n

1j 2j mj
j=1 j=1 j=1

k c , k c , ... , k c            

  

ผลจากทฤษฎบีท 4-7 เราจะไดค้วามสมัพนัธร์ะหวา่งผลรวมของสมาชกิของเมทรกิซก์บัดเีทอรม์แินนต ์

และสมบตับิางประการของกึง่จตุัรสักล  ดงับทแทรกต่อไปนี้  

บทแทรก 8 ให ้   ij n×n
A = a   ถา้ ∑

n

ij
j=1

a = 0  สาํหรบัทกุ ๆ  ∈i {1,2,...,n}  แลว้ det (A) = 0 

พิสจูน์ จาก ⋅ ⋅
n

adj (A) A = det (A) I  (Nicholson, 2009)  และทฤษฎบีท 5        

บทแทรก 9 ให ้   ij n×n
A = a   ถา้ ∑

n

ij
i=1

a = 0  สาํหรบัทกุ ๆ  ∈j {1,2,...,n}   แลว้ det (A) = 0 

พิสจูน์ จาก ⋅ ⋅
n

A adj (A) = det (A) I  (Nicholson, 2009)  และทฤษฎบีท 4      

บทแทรก 10 ให ้   ij n×n
A = a   ถา้ตวัหารรว่มของ  ∑ ∑ ∑

n n n

1j 2j nj
j=1 j=1 j=1

a , a , ... , a   สามารถหาได ้ 

แลว้ตวัหารรว่มของ  ∑ ∑ ∑
n n n

1j 2j nj
j=1 j=1 j=1

a , a , ... , a  จะหาร  det (A)  ลงตวั 

พิสจูน์ จาก ⋅ ⋅
n

adj (A) A = det (A) I  และทฤษฎบีท 7           

บทแทรก 11 ให ้   ij n×n
A = a   ถา้ตวัหารรว่มของ ∑ ∑ ∑

n n n

i1 i2 in
i=1 i=1 i=1

a , a  , ... , a  สามารถหาได ้ 

แลว้ตวัหารรว่มของ  ∑ ∑ ∑
n n n

i1 i2 in
i=1 i=1 i=1

a , a  , ... , a  จะหาร  det (A)  ลงตวั 

พิสจูน์ จาก  ⋅ ⋅
n

A adj (A) = det (A) I  และทฤษฎบีท 6           

บทแทรก 12 ให ้   ij n×n
A = a  และ   ij  n×n

adj (A) = c  ถา้  ∑
n

ij
j=1

a = 0  สาํหรบัทกุ ๆ ∈i {1,2,3,...,n}       

แลว้ 1j 2j njc  = c = ... = c  สาํหรบัทกุ ๆ ∈j {1,2,3,...,n}   

พิสจูน์ ให้
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 
 
 
 
 
 
  

    

…11 12 13 1n

…21 22 23 2n

…31 32 33 3n

… nnn1 n2 n3

a a a a

a a a a

a a a aA =

a a a a  

จะแสดงว่า 1j 2j njc  = c = ... = c  สาํหรบัทกุ ๆ ∈j {1,2,3,...,n}  

เป็นการเพยีงพอทีจ่ะแสดงว่า i1 i2 inA  = A = ... = A  สาํหรบัทกุ ๆ ∈i {1,2,3,...,n}   เมือ่ i+ j
ij ijA  = (-1) M (A)  

กรณีท่ี 1  n เป็นจาํนวนคี ่ i เป็นจาํนวนคี ่

จะไดว้่า  

   

   

   

   



i-1,1 i-1,2 i-1,3 i-1,4 i-1,n
i1 i2

i+1,1 i+1,2 i+1,3 i+1,4 i+1,n

i-1,1 i-1,2 i-1,3 i-1,4 i-1,n
i3 i2

i+1,1 i+1,2 i+1,3 i+1,4 i+1,n

…

a +a a a … a
A  - A    =

a +a a a … a

…

…

a a +a a … a
A  - A   =

a a +a a … a

…

 

   

   

i-1,1 i-1,2 i-1,3 i-1,n-1 i-1,n
in i,n-1

i+1,1 i+1,2 i+1,3 i+1,n-1 i+1,n

…

a a a … a +a
A  - A =

a a a … a +a

…

 

กรณีท่ี 2  n เป็นจาํนวนคี ่ i เป็นจาํนวนคู ่

จะไดว้่า  



 วารสารวทิยาศาสตรแ์ละเทคโนโลย ีมหาวทิยาลยัเกษตรศาสตร ์ปีที ่4 ฉบบัที ่1 2558  30 

   

   

   

   



   

i-1,1 i-1,2 i-1,3 i-1,4 i-1,n
i2 i1

i+1,1 i+1,2 i+1,3 i+1,4 i+1,n

i-1,1 i-1,2 i-1,3 i-1,4 i-1,n
i2 i3

i+1,1 i+1,2 i+1,3 i+1,4 i+1,n

i-1,1
i,n-1 in

…

a +a a a … a
A  - A    =

a +a a a … a

…

…

a a +a a … a
A  - A    =

a a +a a … a

…

…

a a
A  - A =

   

i-1,2 i-1,3 i-1,n-1 i-1,n

i+1,1 i+1,2 i+1,3 i+1,n-1 i+1,n

a … a +a

a a a … a +a

…  

กรณีท่ี 3  n เป็นจาํนวนคู ่ i เป็นจาํนวนคี ่

จะไดว้่า  

   

   

   

   

i-1,1 i-1,2 i-1,3 i-1,4 i-1,n
i1 i2

i+1,1 i+1,2 i+1,3 i+1,4 i+1,n

i-1,1 i-1,2 i-1,3 i-1,4 i-1,n
i3 i2

i+1,1 i+1,2 i+1,3 i+1,4 i+1,n

…

a +a a a … a
A  - A    =

a +a a a … a

…

…

a a +a a … a
A  - A   =

a a +a a … a

…

 



   

   

i-1,1 i-1,2 i-1,3 i-1,n-1 i-1,n
i,n-1 in

i+1,1 i+1,2 i+1,3 i+1,n-1 i+1,n

…

a a a … a +a
A  - A =

a a a … a +a

…

 

กรณีท่ี 4  n เป็นจาํนวนคู ่ i เป็นจาํนวนคู ่

จะไดว้่า  
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   

   

   

   



   

i-1,1 i-1,2 i-1,3 i-1,4 i-1,n
i2 i1

i+1,1 i+1,2 i+1,3 i+1,4 i+1,n

i-1,1 i-1,2 i-1,3 i-1,4 i-1,n
i2 i3

i+1,1 i+1,2 i+1,3 i+1,4 i+1,n

i-1,1
in i,n-1

…

a +a a a … a
A  - A    =

a +a a a … a

…

…

a a +a a … a
A  - A    =

a a +a a … a

…

…

a a
A  - A =

   

i-1,2 i-1,3 i-1,n-1 i-1,n

i+1,1 i+1,2 i+1,3 i+1,n-1 i+1,n

a … a +a

a a a … a +a

…  

เนื่องจาก ∑
n

ij
j=1

a = 0  สาํหรบัทกุ ๆ ∈i {1,2,3,...,n}        

ดงันัน้โดยบทแทรก 8  จะไดว้า่ i1 i2 i2 i3 i,n-1 inA  - A = 0, A  - A = 0,..., A  - A = 0    

นัน่คอื i1 i2 inA  = A = ... = A  สาํหรบัทกุ ๆ ∈i {1,2,3,...,n}  

เพราะฉะนัน้ 1j 2j njc  = c = ... = c  สาํหรบัทกุ ๆ ∈j {1,2,3,...,n}            

บทแทรก 13 ให ้   ij n×n
A = a  และ   ij  n×n

adj (A) = c  ถา้  ∑
n

ij
i=1

a = 0  สาํหรบัทกุ ๆ ∈j {1,2,3,...,n}       

แลว้ i1 i2 inc  = c = ... = c  สาํหรบัทกุ ๆ ∈i {1,2,3,...,n}   

พิสจูน์ จาก ∑
n

ij
i=1

a = 0  สาํหรบัทกุ ๆ ∈j {1,2,3,...,n}      จะไดว้่า ผลรวมในแต่ละแถวของ TA  เทา่กบั 0 

โดยบทแทรก 12 จะไดว้่า 
T T T
1j 2j njc  = c = ... = c   สาํหรบัทกุ ๆ ∈j {1,2,3,...,n}  เมือ่   

T T
ij  n×n

adj (A ) = c  

ดงันัน้ i1 i2 inc  = c = ... = c  สาํหรบัทกุ ๆ ∈i {1,2,3,...,n}   

บทแทรก 14 ถา้ A เป็นกึง่จตุัรสักลทีม่ผีลบวกเทา่กบั m ซึง่ m ≠ 0  และ ≠det (A) 0  แลว้ adj (A)  และ -1A  

จะเป็นกึง่จตุัรสักลทีม่ผีลบวกเทา่กบั det (A)
m  และ 1

m  ตามลาํดบั 

พิสจูน์ ให ้   ij n×n
A = a  เป็นกึง่จตุัรสักลทีม่ผีลบวกเทา่กบั m 
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จะไดว้่า ∑
n

ij
j=1

a m=   สาํหรบัทกุ ๆ ∈i {1, 2,3, ... , n}  และ ∑
n

ij
i=1

a m=  สาํหรบัทกุ ๆ ∈j {1, 2,3, ... , n}   

จาก ⋅ ⋅
n

adj (A) A = det (A) I  และทฤษฎบีท 5 จะไดว้า่ผลรวมของสมาชกิแต่ละแถวของ adj (A)  

เทา่กบั det (A)
m  

จาก ⋅ ⋅
n

A adj (A) = det (A) I  และทฤษฎบีท 4 จะไดว้า่ผลรวมของสมาชกิแต่ละหลกัของ adj (A) 

เทา่กบั det (A)
m  

ดงันัน้  adj (A)  เป็นกึง่จตุัรสักลซึง่มผีลบวกเทา่กบั det (A)
m    

จาก  -1 1
A = adj (A)

det (A)
 (Lay, 2003) จะไดว้า่ -1A  เป็นกึง่จตุัรสักลทีม่ผีลบวกเทา่กบั 1

m        

      

บทแทรก 15 ถา้ A เป็นจตุัรสักลทีม่ผีลบวกเทา่กบั m ซึง่ m ≠ 0  และ ≠det (A) 0  แลว้ adj (A)  และ -1A    

จะเป็นกึง่จตุัรสักลทีม่ผีลบวกเทา่กบั det (A)
m  และ 1

m  ตามลาํดบั 

พิสจูน์ เนื่องจากทกุ ๆ จตุัรสักลเป็นกึง่จตุัรสักล  ดงันัน้บทแทรกเป็นจรงิ        

บทแทรก 16 ถา้ A เป็นกึง่จตุัรสักลทีม่ผีลบวกเทา่กบั 0  แลว้  adj (A) จะเป็นจตุัรสักลทีม่สีมาชกิในแต่ละ

ตาํแหน่งเหมอืนกนั  

พิสจูน์ โดยบทแทรก 12 และบทแทรก 13 

 

ตวัอย่างเชิงตวัเลข 

ตวัอย่างท่ี 1 ให ้
   
      

3 1 1 7
A =   ,  B =

5 2 9 7
   

จะไดว้่า   
    
        

3 1 1 7 12 28
AB = =

5 2 9 7 23 49
 

จะเหน็ว่าผลรวมของสมาชกิในแต่ละแถวของเมทรกิซ ์B คอื  8 และ 16  

ตวัหารรว่มของ 8 และ 16 คอื  ±1, ± 2, ± 4  และ ±8    

ผลรวมของสมาชกิในแต่ละแถวของเมทรกิซ ์AB คอื  40 และ 72 

 โดยทฤษฎบีท 7 จะเหน็ว่า ±1 40  ,  ±1 72  ,  ± 2 40  ,  ± 2 72  ,  ± 4 40  ,  ± 4 72  ,  ± 8 40  

และ ±8 72  

ตวัอย่างท่ี 2 ให ้

 
 
 
  

5 3 1

A = 1 5 4

2 4 11

   

จะเหน็ว่าผลรวมของสมาชกิในแต่ละหลกัของเมทรกิซ ์A คอื 8 , 12 และ 16  ตามลาํดบั 

ตวัหารรว่มของ 8 , 12 และ 16  คอื  ±1, ± 2, ± 4  และ det (A) = 180 
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โดยบทแทรก 11 จะเหน็ว่า  ±1180  ,  ± 2 180  ,  ± 4 180  

ตวัอย่างท่ี 3 ให ้
 
 
 
 

3 4 -7
A = -8 3 5

6 2 -8
   

จะเหน็ว่า A เป็นเมทรกิซท์ีม่ผีลรวมของสมาชกิในแต่ละแถวเทา่กบั 0  และจะไดว้่า 

 
 
 
 

-34 18 41
adj (A)  =  -34 18 41

-34 18 41
 

โดยบทแทรก 12 จะเหน็ว่า adj (A)  เป็นเมทรกิซท์ีม่สีมาชกิในหลกัเดยีวกนัเหมอืนกนั 

ตวัอย่างท่ี 4 ให ้

 
 
 
 
  

4 5 2 3
-6 3 -7 -8

A = 3 -9 3 2
-1 1 2 3

   

จะเหน็ว่า A เป็นเมทรกิซท์ีม่ผีลรวมของสมาชกิในแต่ละหลกัเทา่กบั 0  และจะไดว้่า 

 
 
 
 
  

-20 -20 -20 -20
25 25 25 25

adj (A)  =  189 189 189 189
-141 -141 -141 -141

 

โดยบทแทรก 13 จะเหน็ว่า adj (A)  เป็นเมทรกิซท์ีม่สีมาชกิในแถวเดยีวกนัเหมอืนกนั 

ตวัอย่างท่ี 5 ให ้ 

 
 
 
 
 

7 6 2

A = 5 1 9

3 8 4

 

จะเหน็ว่า A เป็นกึง่จตุัรสักลทีม่ผีลบวกเทา่กบั 15  

จะไดว้่า det (A) = -360

     

 
 
 
 

-68 -8 52
adj (A)  =  7 22 -53

37 -38 -23
   ,   

 
 
 
 
 
 

-1

17 1 13-90 45 90
7 11 53A = - -360 180 360
37 19 23- 360 180 360

 

โดยบทแทรก 14 จะเหน็ว่า adj (A) เป็นกึง่จตุัรสักลทีม่ผีลบวกเทา่กบั -24 ( -360-24 =
15

)              

และ -1A   เป็นกึง่จตุัรสักลทีม่ผีลบวกเทา่กบั 1
15
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ตวัอย่างท่ี 6 ให ้ 

16 14 1 3
5 2 15 12

A =
4 7 10 13
9 11 8 6

é ù
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê úê úë û

 

จะเหน็ว่า A เป็นจตุัรสักลทีม่ผีลบวกเทา่กบั 34  

จะไดว้่า det (A) = 6,528

    

779 677 -411 -853
-479 -785 303 1153

adj (A) =
-547 371 -717 1085
439 -71 1017 -1193

é ù
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê úê úë û

  ,  

779 677 137 853- -
6528 6528 2176 6528
479 785 101 1153- -

-1 6528 6528 2176 6528A =
547 371 239 1085- -
6528 6528 2176 6528
439 71 339 1193- -
6528 6528 2176 6528

é ù
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê úë û

 

โดยบทแทรก 15 จะเหน็ว่า adj (A) เป็นกึง่จตุัรสักลทีม่ผีลบวกเทา่กบั 192 ( 6,528192 =
34

)                     

และ -1A   เป็นกึง่จตุัรสักลทีม่ผีลบวกเทา่กบั 1
34

 

ตวัอย่างท่ี 7 ให ้ 

 
 
 
 
 

-1 -2 3

A = -3 2 1

4 0 -4

 

จะเหน็ว่า A เป็นกึง่จตุัรสักลทีม่ผีลบวกเทา่กบั 0 และจะไดว้่า 

 
 
 
 

-8 -8 -8
adj (A)  =  -8 -8 -8

-8 -8 -8
 

โดยบทแทรก 16 จะเหน็ว่า adj (A)  เป็นจตุัรสักลทีม่สีมาชกิในแต่ละตาํแหน่งเหมอืนกนั 

 

บทสรปุ 

จากการศึกษาเกี่ยวกับการคูณเมทริกซ ์ 

เราได้พบสมบตัต่ิางๆ ทีส่าํคญัหลายประการ  ดงันี้ 

1) ตวัหารร่วมของผลรวมของสมาชกิในแต่ละหลกั

ของเมทรกิซ์ตวัตัง้จะหารผลรวมของสมาชกิในแต่

ละหลกัของเมทรกิซ์ ผลคูณลงตวั 2)  ตวัหารร่วม

ของผลรวมของสมาชกิในแต่ละแถวของเมทรกิซ์ตวั

คณูจะหารผลรวมของสมาชกิในแต่ละแถวของเมท

ริกซ์ผลคูณลงตัว 3) ตัวหารร่วมของผลรวมของ

สมาชกิในแต่ละหลกัของเมทรกิซ์จตุัรสัใดๆ จะหาร

ค่าดีเทอร์มิแนนต์ของเมทริกซ์นัน้ลงตัว  และ 4) 

ตวัหารร่วมของผลรวมของสมาชกิในแต่ละแถวของ

เมทรกิซจ์ตุัรสัใดๆ จะหารคา่ดเีทอรม์แินนตข์องเมท

รกิซ์นัน้ลงตวั ซึง่เราสามารถนําสมบตัดิงักล่าวไปใช้

ในการตรวจสอบความถูกต้องของการคูณเมทรกิซ์

และคา่ดเีทอรม์แินนตไ์ดอ้กีดว้ย 
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